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Approximate solutions of the original Hartree-Fock-equation for the ground state of closed-
shell molecules of arbitrary symmetry are attained by a combined numerical-analytical method. 
In a first step the one electron Schrödinger-equation for a conveniently guessed potential is solved 
by a numerical method described in previous papers. These MOs are approximated by linear 
combinations of basis functions of Gaussian type (GTF) in a variant of curve fitting varying all 
parameters of the GTFs. Principally they serve only to calculate the Coulomb and exchange 
potentials that are fed back into the conventional iterative procedure, but they can be used as 
an optimum basis set derived in an independent manner. Computations are made by a Fortran-IV 
program whose structure is briefly sketched. B H 3 is used as a test substance. 

1. Problemstellung 

Frühere Arbeiten 1 - 4 in dieser Zeitschrift befaßten 
sich mit einer Methode zur numerischen Lösung der 
Einelektron-Schrödinger- Gleichung. Testrech nun -
gen erfolgten stets für Einelektron-Probleme. In 
einer anderen Arbeit5 wurde der bei der numerischen 
Lösung der Schrödinger-Gleichung verwendete Pro-
duktansatz untersucht. HINSCH6 entwickelte hier-
aus ein Verfahren zur approximativen Lösung der 
Hartree-Fock-Gleichung (HF-Gleichung) für zy-
lindersymmetrische (d.h. lineare) Moleküle. In der 
vorliegenden Arbeit wird dieses Verfahren auf die 
Berechnung von Molekülen beliebiger Symmetrie 
ausgedehnt. 

Die approximative Lösung der HF-Gleichung 
wird heute in der Regel nach der von ROOTHAAN7 

beschriebenen Methode durchgeführt. Die Genauig-
keit der Rechnung hängt weitgehend von der Zahl 
und dem Typ der vorgegebenen Basisfunktionen ab. 
Das in dieser Arbeit beschriebene numerisch-ana-
lytische Verfahren ist dagegen unabhängig von 
einer vorgegebenen Basis, da die benötigte Basis 
von Gauß-Funktionen selbst erst während der SCF-
Rechnung aufgesucht wird. 

2. Methode 

Die HF-Gleichungen für einen closed-shell-Grund-
zustand mit 2 n Elektronen haben bekanntlich fol-
gende Form 8 (die Matrix e sei bereits diagonal, die 
Funktionen {0,-} reell): 
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Die Lösungen {0{(x)} sind die Hartree-Fock-Mole-
külorbitale. Macht man folgende Zusammenfassung 

Äi = - i v f - 2 
Zk 
rik 

(2) 

und folgende Umformung (Multiplikation von Zäh-
ler und Nenner des Austausch-Termes mit 0t(xi)) 

Wi(x 0 
n 

2 1 / j = 1 J 

<Z>,2 (»a) dr2 

ri2 (3) 

so kann man (1) folgendermaßen schreiben: 

( Ä i + Wi(x1))0i(x1) = ei0i(x1). (4) 

hi ist der Hamilton-Operator eines Elektrons mit 
den Koordinaten im Feld der Kerne, und Wi(xi) 
ist das Elektronen-Wechselwirkungspotential des 
i-ten Orbitals. Die gesamte Elektronenenergie E ist 
durch die Gleichung 

E = i (Ht + et) (5) 
i=i 
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Hi= j0i(x)h0i(x) dr 
gegeben. 

In der vorliegenden Arbeit wird die SCF-Rech-
nung nach folgendem Schema durchgeführt: Im 
ersten Zyklus wird für die ein Modell-
potential eingesetzt. Dann werden die n Gleichun-
gen (1) nach dem zitierten Verfahren numerisch ge-
löst (numerischer Teil des Verfahrens). Die Lösun-
gen { 0 i ( * ) } werden durch Gauß-Funktionen ange-
nähert. Mit diesen Annäherungen werden die 
{Wi(x)} analytisch berechnet (analytischer Teil des 
Verfahrens). Mit den so erhaltenen Elektronen-
Wechsel Wirkungspotentialen werden die Gin. (1) 
erneut numerisch gelöst. Es erfolgt erneute Annähe-
rung der (<Z>i(:r)} und Lösung der Gin. (1) bis zur 
Selbstkonsistenz der Rechnung. 

Das Modellpotential wird durch Superposition 
von Atompotentialen erhalten. Für die Atompoten-
tiale können z.B. Approximationen nach STRAND 
und BONHAM9 benutzt werden. Die Annäherung der 
Molekülorbitale durch Gauß-Funktionen erfolgt 
nach einem stochastischen Verfahren, das in Ab-
schnitt 3 behandelt wird. 

Bei dem hier beschriebenen Verfahren wird also 
wegen der numerischen Rechnung nicht mit dem 
exakten Operator h -+- Wi(x) gerechnet, und des-
halb gilt für die nach diesem Verfahren berechneten 
Gesamtenergien E auch nicht streng die Relation 

E ^ ^ H F , exakt • 

Bei der numerischen Lösung der Schrödinger-Glei-
chung wird aus den in 2.4>5 angegebenen Gründen 
folgender Produktansatz für ein MO gemacht 

0i(x) = M(x)Fi(x), (6) 

wobei M(x] — P-e(*) (7) 
-1 In 

n = 1 , 2 , 3 , . . . , 
, 4 ^ 0 . io (8) 

Der Erwartungswert £i des Operators h + Wi(x) 
aus Gl. (4) bezüglich der Testfunktion 

0t(x) = M(x)Ft(x) (9) 
lautet dann: 

£i = [ J i¥2 (*) (1 (V Fi (*))2 + V (x) F2 (*)) dt (10) 

+ J Wi (*) F.f (x) M2 («) dr]/ J M2 (*) Ff (x) dr 

mit dem Pseudopotential V (x) 
m 

F(* ) = i v 2 f ? ( * ) - £ ( V e ( * ) ) 2 - 2 rek 
(11) 

Die Funktionen {Fi (x)} werden nach dem Varia-
tionsprinzip unter der Nebenbedingung 

jM2(x)Fi(x)Fj(x) dr = dv (12) 

als numerische Funktionen in einem vorgegebenen 
Punktraster bestimmt. 

Eine Folge des Produktansatzes ist, wie in 5 nach-
gewiesen, daß die Funktion M (x) die Spitzen der 
Molekülorbitale an den Kernorten übernimmt und 
die Funktionen { F i } dort relativ „glatt" sind. Diese 
Eigenschaft der Funktionen {F i } hat sich als sehr 
vorteilhaft für die Annäherung dieser Funktionen 
durch Gauß-Funktionen herausgestellt. 

Die in den Elektronen-Wechselwirkungspoten-
tialen auftretenden Integrale vom Typ 

/i (*2) /2 (*2) dr2 
r i2 (13) 

lassen sich analytisch lösen, wenn /1 und Gauß-
Funktionen sind11 . Werden die Molekülorbitale 
{0i(x)} durch Gauß-Funktionen angenähert, so 
kann man die Potentiale {JFj(x)} näherungsweise 
analytisch berechnen. 

Einsetzen des Produktansatzes (6) in die Gl. (3) 
ergibt: 

M2(x2)Fj(x2) dr2 

n2 (14) 

M^(x2)FJ(x2)Fi(x2) dr2 

Wt(x i) 
n . 

= 2 2 / 

= C(x1) + Ai(x1). 

r 12 

Mit dem Coulomb-Potential C(x) und dem Aus-
tauschpotential Ai(x). Werden nun die Funktionen 
M2(x) und {Fi(x)} durch Gauß-Funktionen appro-
ximiert 

b 
M2{x) ^ (15) 

J = I 
und 

Fi(x)^lcijGj(x), (16) 
i=l 

so gewinnt man für das Coulomb- und das Aus-
tauschpotential folgende Ausdrücke: 

9 T . G. STRAND U. R . A . BONHAM, J . Chem. Phys. 40, 1686 
[1964] , 

1 0 In dieser Arbeit wurden die Parameter 4̂ = 1 und n = 3 
verwendet. refc = | * — x^ \. 

u S. A . BOYS, Proc. Roy. Soc. London A 200, 542 [1950]. 



Es sei 

n d b 
C(x 1 ) ^ 2 2 

1 = 1 1 N = I 

. [ Gß(x2±Gk(x2)Gi(x2)dra 
J 1̂2 

I k l ( x i ) = ^ C ß f dr2 

(17; 

Dann ist 
ri2 

C ( * i ) « 2 2 (18) 
i=i jm=I 

Analog dazu läßt sich auch das Austauschpotential 
für das i-te Orbital schreiben: 

( * i ) 
1 

Fi(xi) 2 F J { * I ) Z C J K C U H I I X I ) . ( 1 9 ) 
J = 1 k,l= 1 

Die Ausdrücke Iki{x) werden im weiteren Verlauf 
der Arbeit als Basisintegrale bezeichnet. 

Der Grund für die Annäherung der Funktionen 
M 2 und {F ( } — man könnte ja auch das Produkt 
M F i direkt annähern — ist folgender: Zur Annähe-
rung der { F i } werden weniger Gauß-Funktionen 
benötigt als zur Annäherung von M F i , da die zur 
Annäherung der Spitzen des Molekülorbitals not-
wendigen Gauß-Funktionen entfallen. Die Annähe-
rung von M2 erfordert (siehe Abschnitt 3) keinen 
nennenswerten Aufwand. Die Annäherung der 
Molekülorbitale wird auf diese Weise erleichtert. 
Die Berechnung der Basisintegrale dauert zwar bei 
der Annäherung der Faktoren länger als bei der 
Annäherung des Molekülorbitals (Dreifachsummen 
gegenüber Doppelsummen), die Anzahl der Basis-
integrale ist aber kleiner, so daß der anfänglich 
höhere Aufwand bei der Berechnung der Basis-
integrale eine Zeitersparnis in der SCF-Rechnung 
ermöglicht. 

3. Annäherung der Funktionen {F,} und M2 

durch Sätze von Gauß-Funktionen 

Wird die Annäherung einer vorgegebenen Funk-
tion f(x) durch eine Linearkombination von Gauß-
Funktionen1 2 Gi(x) 

Gi { x ) = Ci exp {— cLi | x — xt |2} (20) 

12 x Ortsvektor in kartesisehen Koordinaten, xi Aufpunkt 
der Gauß-Funktion. 

1 3 Später wird die Wurzel aus dem Fehlerquadrat in Pro-
zent der Wurzel aus der Norm der zu approximierenden 
Funktion, also der Wert q = 100 (S/J f2(x) dr)1 /2 , an-
gegeben. 

nach der Methode des kleinsten Fehlerquadrates 
durchgeführt, wird also gefordert 

Q = J { / ( * ) - 2 c < e x p { - a , | * - * , | 2 } } 2 D T 
i 

= Minimum, 
dQ 

(21) 
so erhält man durch die Forderung ^ = 0 eine 

Bestimmungsgleichung für die C( 

A c = b (22) 

mit dem Lösungsvektor c = (c\, c2,..., cn)T 

den Matrixelementen Aij — f Gi{x) Gj(x) dr 
und dem inhomogenen Teil mit den Komponenten 

bt= $f(x)Gt(x)d r. 

Das Minimum des Fehlerquadrates13 Q bezüglich 
der Ci ist dann: 

S = \f2(x)dr — cb . ( 2 3 ) 

Bei der Annäherung mehrerer Funktionen durch 
einen Satz von Gauß-Funktionen wurde das Mini-
mum der Summe der Fehlerquadrate der anzu-
nähernden Funktionen also S = 2 aufgesucht. 

S bzw. S läßt sich als Funktion der Parameter a« 
und Xi auffassen 

S = S (ai , . . . , (xn, x\,..., xn) . 

Das Minimum von S bezüglich dieser Parameter 
muß näherungsweise ermittelt werden. Zur Be-
stimmung des Minimums von S bzw. S bewährte 
sich ein von RECHENBERG14 beschriebenes sto-
chastisches Verfahren. Die Anwendung des Gradi-
entenverfahrens erwies sich als unzweckmäßig, da 
die Funktionen S bzw. S relativ viele Nebenminima 
haben. 

Die von RECHENBERG beschriebene Methode zum 
Aufsuchen der Extremwerte von Funktionen1 5 , 
Mutationsverfahren genannt, arbeitet folgenderma-
ßen: 

g sei eine Funktion von r 

g = g(r); r = (rlt r2,..., r») 

und ro sei irgendein Startpunkt 

ro = (rio,r2o, ...,rn0). 

1 4 I. RECHENBERG, Institut für Meß- und Regelungstech-
nik der Technischen Universität Berlin, persönliche Mit-
teilung. 

15 Bei RECHENBERG waren die irgendwelche variierbaren 
Parameter einer Versuchsanordnung und S eine Meß-
größe, die von diesen Parametern abhing. 



Der Funktionswert {/(ro) wird berechnet. Dann 
werden binomisch verteilte Zufallszahlen 

z = (zi, z2,..., zn) 

erzeugt. Der Funktionswert g(ro -(- z) wird berech-
net und mit <7(ro) verglichen. Dann wird von dem 
Punkt r aus weiteriteriert, zu dem der kleinere 
Funktionswert gehört. Das Aufsuchen eines neuen 
Punktes heißt Mutation. Ist der Funktionswert am 
neuen Punkt kleiner als am alten, so liegt eine er-
folgreiche Mutation vor. Die Varianz der Zufalls-
zahlen wird so gewählt, daß 

y Zahl der erfolgreichen Mutationen 
Gesamtzahl der Mutationen ' 

im Mittel l /2e beträgt16 . Die Varianz wird ver-
größert, wenn V größer als l /2e ist, und sie wird 
verkleinert, wenn V kleiner als l /2e ist. 

Vernünftigerweise macht man noch folgenden 
Zusatz: Bringt die Verkleinerung der Varianz über 
eine größere Zahl von Iterationen keine wesentliche 
Verbesserung, so erhöht man sie drastisch, um aus 
diesem eventuellem Nebenminimum herauszukom-
men. 

Bei dem im Rahmen dieser Arbeit auftretenden 
Approximationsproblem ist die Funktion g(r) 
durch S(r) zu ersetzen. 

Bei der Annäherung der numerischen Funktionen 
{F( } wurden die in (22) angegebenen Integrale durch 
die entsprechenden Summen über alle Rasterpunkte 
ersetzt. (Von den Funktionen {F i } sind ja nur die 
Funktionswerte an den Rasterpunkten gegeben.) 
Bei der Annäherung der analytischen Funktion 
M2(x) wurden die Integrale berechnet. Die Inte-
grale | Gi (x) Gj (x) dr wurden analytisch und die 
Integrale J M2 (*) Gt (x) dr und J M2 {x) M2 (x) dr 
wurden numerisch nach GAUSS-LAGUERRE und nach 
GAUSS-LEGENDRE b e r e c h n e t . 

Bei der Annäherung der Funktion M2 (x) für ein 
Molekül wird folgende Vereinfachung gemacht: Die 
Annäherung von M2(x) wird durch Addition der 
Annäherungen der M2(x) der einzelnen Atome er-
halten. Je höher die Kernladungszahl und je größer 
der Abstand zwischen den Atomen ist, um so kleiner 
ist der dadurch hervorgerufene zusätzliche Fehler. 

Die Annäherung der Funktion M2(x) für Atome 
beliebiger Kernladungszahl kann durch eine leichte 
Umrechnung aus der Annäherung von M2(x) für 
die Kernladungszahl = 1 erhalten werden (siehe 
Anhang). 

4. Rechenprogramme 

Zur Durchführung von SCF-Rechnungen nach 
dem in Abschnitt 2 beschriebenen Verfahren wurde 
ein Fortran-IV-Programm geschrieben. Dieses Pro-
gramm besteht aus zwei Teilen. 

Der erste Teil berechnet die in Abschnitt 2 an-
gegebenen Basisintegrale und die zur Annäherung 
der numerischen Funktionen durch einen festen 
Basissatz notwendigen Integrale | fi (x) fj (x) dr, 
wobei die Funktionen {/$} symmetrisierte Linear-
kombinationen von Gauß-Funktionen sind. 

Der zweite Teil enthält ein Programm zur nume-
rischen Lösung der Einelektron-Schrödinger-Glei-
chung, ein Programm zur Berechnung der Elektro-
nen-Wechselwirkungspotentiale { W i ( x ) } aus den 
Basisintegralen Iki(x) und den Funktionen {jFf(*)} 
und ein Unterprogramm, das die Funktionen 
{Fi(x)} durch einen festen Satz von Gauß-Funk-
tionen annähert. 

Die Verbindung beider Programmteile erfolgt 
über zwei Magnetbänder. 

Zum Aufsuchen eines Satzes von Gauß-Funk-
tionen, mit dem sich alle Funktionen eines vorge-
gebenen Funktionensatzes bis auf einen vorgegebe-
nen Fehler annähern lassen, wurde ein Fortran-IV-
Programm geschrieben, das nach der in Abschnitt 3 
beschriebenen stochastischen Methode arbeitet. 

Die Steuerung der Schrittweite (Steuerung der 
Varianz der Zufallszahlen) wird folgendermaßen 
durchgeführt: Da eine Mutation bei diesen Beispie-
len relativ lange dauert (Berechnung von Integra-
len, Lösung eines inhomogenen Gleichungssystems), 
wird die Schrittweite A stets nach wenigen Muta-
tionen angepaßt. Ist von zwölf Mutationen keine 
erfolgreich, so wird A halbiert. Werden mehr als 
sechs und weniger als zwölf Mutationen zu einem 
Erfolg benötigt, so wird A durch 0,8 - Zl ersetzt. 
Ist die fünfte oder die sechste Mutation erfolgreich, 
so bleibt A unverändert. Führen schon weniger als 
fünf Mutationen zu einem Erfolg, so wird für A 
1,2 • A gesetzt. 

Damit das Verfahren aus einem eventuellen Ne-
benminimum herausspringen kann, wird, solange 
das Fehlerquadrat ein Wert Qiim n icht unterschrit-
ten hat, eine untere Grenze zJ min für die Schritt-
weite eingehalten. Hat die Schrittweite die untere 
Grenze erreicht, so wird sie gleich Ao (Startschritt-
weite und obere Grenze für A) gesetzt. Hat das 

16 c = 2 ,71828. 



Fehlerquadrat den vorgegebenen Wert $i i m unter-
schritten, so wird die untere Grenze für A aufge-
hoben (Versuch möglichst nahe an das Minimum 
heranzukommen). 

Zur Annäherung von M2(x) für ein Atom der 
Kernladungszahl Z/c — 1 wurde das Programm 
etwas abgeändert (Änderung im Teil, der die Inte-
grale berechnet). 

5. Grundzustand von BH3 als Testbeispiel 

Da über die Geometrie des Moleküls BH3 keine 
experimentellen Werte vorlagen, wurden alle Rech-
nungen für das ebene BH3 (D3h-Symmetrie) mit 
einem willkürlichen B-H-Abstand von 2,41 at.E. 
durchgeführt. 

Nach den Ergebnissen verschiedener Auto-
ren 1 7 - 2 1 transformieren sich die beiden unteren 
besetzten Orbitale 0 i und 02 wie die ^-Darstel lung 
und die beiden oberen besetzten Orbitale 03 und 0± 
wie die E'-Darstellung der D3h-Punkt-Gruppe. 
Dementsprechend wurde die Symmetrie der Orbi-
tale festgelegt. Die numerische Rechnung wurde in 
Kugelkoordinaten durchgeführt. (Der Winkel (p 
läuft in der Molekülebene.) Die Funktionen {F f } 
wurden für ein Viertel des Moleküls 

( 0 < r < o o , 0 < # < TZ/2, 0 <<p<n) 

berechnet, die Potentiale für ein Zwölftel 

( 0 < r < 00, 0 < # < tc/2, 0 < cp ^ nß), 

N r . Zahl d 
zellen 

1 11 
2 15 
3 18 

Nr. 

1 
2 
3 

1 7 J . J . KAUFMANN U. L . A . BURNELLE , R I A S Teehn. Rept . 
6 5 - 1 1 [ 1 9 6 6 ] . 

1 8 S. D . PEYERIMHOFF, R . J . BUENKER U. L . C. ALLEN, 
J . Chem. Phys . 4O, 7 3 4 [ 1 9 6 6 ] . 

1 9 W . E . PALKE u. W . N . LIPSCOMB, J . A m . Chem. Soc. 
88 , 2 3 8 4 [ 1 9 6 6 ] . 

da das Hartree-Fock-Potential totalsymmetrisch 
ist. Die Koordinate r wurde auf ein endliches Inter-
vall abgebildet4 

s ( r) = •/ 2 für ^ S ^ * ' (25) w j/r2 +1 2 0 < r < 00 . v ' 

Die in den Rastern 15/7/9 und 18/7/9 berechneten 
Energien liegen relativ dicht zusammen. Die große 
Abweichung der in dem Raster 11/7/9 ermittelten 
Gesamtenergie von den in den beiden feineren 
Rastern ermittelten Werten ist, wie aus dem Wert 
für £1 ersichtlich, auf eine ungenaue Berechnung 
von 0 i zurückzuführen. Diese Ungenauigkeit ist 
verständlich, wenn man berücksichtigt, daß auf den 
Bereich der Koordinaten r, in dem 0\ von 0 i m a x 

auf 0\ max/10 abfällt, nur vier Punkte entfallen. 
Bei der Bewertung der Ergebnisse ist weiterhin 

zu beachten, daß die in dieser Arbeit verwendeten 
Punktraster grob sind im Vergleich zu den bisher bei 
Rechnungen nach der numerischen Methode ver-
wendeten Rastern (z. B. in 4). 

Daß sich die Werte für £3 und £4 unterscheiden, 
obwohl sie auf Grund der geometrischen Entartung 
der beiden Orbitale identisch sein müßten, liegt 
daran, daß die Elektronen-Wechselwirkungspoten-
tiale mit zwei verschiedenen Funktionen-Sätzen be-
rechnet wurden, nämlich den numerischen Funk-
tionen {F f } und den analytischen Annäherungen, 
die sich zwar beide wie die entsprechenden irreduzib-
len Darstellungen der D3h-Punkt-Gruppe transfor-

2 0 W . E . PALKE u. W . N . LIPSCOMB , J . Chem. Phys . 45, 
3948 [1966] . 

21 B . D . JOSHI, J . Chem. Phys. 46, 8 7 5 [ 1 9 6 6 ] . 
2 2 ^"gesamt — -^Elektronen + ^Kernabstossung 5 

-fijiernabstossung = 6 , 9 4 2 7 at. E . für einen B - H - A b s t a n d 
von 2 ,41 at. E . 

er Raster- l berech- Basis- Approximationsfehler der Funktionen -Egesamt22 

pro Achse nete SCF- satz Nr . in % für alle Zyklen außer 1 
Zyklen 

& <P Oi 0 2 03 0 4 

7 9 2 , 0 14 1 1,1 11 ,0 15 ,4 1 7 , 4 - 2 5 , 6 6 2 5 
7 9 1 ,5 15 2 1,5 3 ,4 5 , 5 7 , 0 - 2 6 , 4 2 7 2 
7 9 1,5 13 2 1 ,6 3 ,9 6 ,7 7 ,4 - 2 6 . 4 8 3 1 

£l £2 £3 £4 Hl Hl Hz H4 

7 , 2 1 8 4 - 0 , 7 2 0 8 0 , 5 0 6 0 - 0 , 5 6 5 2 - 1 3 , 1 7 1 8 - 3 , 6 7 4 8 - 3 , 3 5 6 0 - 3 , 3 9 2 3 
7 , 5 9 1 4 - 0 , 6 9 8 2 - 0 , 4 8 5 4 - 0 , 5 3 3 4 - 1 3 , 5 6 4 8 - 3 , 6 9 4 0 - 3 , 3 8 4 6 - 3 , 4 1 8 3 
7 , 6 4 5 0 - 0 , 6 9 0 1 - 0 , 4 7 1 7 - 0 , 5 1 9 8 - 1 3 , 6 6 6 4 - 3 , 6 7 5 9 - 3 , 3 6 4 4 - 3 , 3 5 5 1 

T a b . 1. Ergebnisse für B H 3 (Längen u. Energien in at .E . ) . 



mieren, aber verschiedene Funktions werte auf-
weisen. 

Um die in Abschnitt 2 angegebenen Basisintegrale 
nicht für jeden SCF-Zyklus erneut berechnen zu 
müssen, wurde versucht, alle Zyklen mit einem Satz 
von Gauß-Funktionen zu rechnen. Dabei wurde 
folgendermaßen vorgegangen: Die im ersten Zyklus 
mit dem Modellpotential erhaltenen Funktionen 
wurden angenähert. Mit dem so erhaltenen Satz 
wurden der zweite und der dritte Zyklus gerechnet. 
Die Funktionen vom dritten Zyklus wurden erneut 
angenähert. Wie sich bei der Rechnung heraus-
stellte, konnten dann mit diesem Satz alle Zyklen 
gerechnet werden. 

Zur Annäherung der Funktionen {Fi (ac)} wTurden 
12 Gauß-Funktionen verwendet. 3 Gauß-Funk-
tionen (&i, b2, 63) wurden in den B-Kern und jeweils 
3 in jede B-H-Bindung (h\,h2,h^ in die erste, 
h1, h2, hs in die zweite und hx, h2 , h3 in die dritte23 

gesetzt. 
Der Abstand der Aufpunkte Xi der Gauß-Funk-

tion vom B-Kern war variierbar. Die Annäherung 
erfolgte mit symmetrisierten Linearkombinationen 
der Gauß-Funktionen. 

Für das Raster 11/7/9 wurde Satz 1 und für das 
Raster 15/7/9 und 18/7/9 wurde Satz 2 erhalten. 

Die Rechenzeiten betrugen pro Satz etwa 3 h auf 
der Rechenanlage T R 4 von Telefunken. 

Die Annäherung von M2(x) für den Spezialfall 
eines Atoms mit der Kernladung Zk = 1 wird durch 
folgenden Satz von Gauß-Funktionen nach (15) mit 
einem Fehler von 3 ,9% erzielt, 

Gauß- Satz 1 Satz 2 
funk- CC r in at .E. V. r in at.E, 
tion 

bi 1,18258 0 ,0 0,66197 0 ,0 
b2 2,83759 0 ,0 2,96309 0 ,0 
bz 9,42442 0 ,0 9,86528 0 ,0 
hi 0,17313 2,41 0.15590 1,21717 
h2 1.35995 1,35995 0,78794 0,15536 
h3 0,72220 0,36131 0,40702 2,38970 

Tab. 2. Parameter der Gauß-Funktionen für die {Fi} 
(r — Abstand vom B-Atom) . 

aj 0,10051 0,82961 4,04022 40,09709 0,0 
d 0,00839 0,12171 0,40101 0,28253 e~2 

Tab. 3. (Parameter ocj und Cj der Annäherung von M2(x) 
für ein Atom der Kernladungszahl Z^ = 1) 

(Alle Gauß-Funktionen sitzen im Kern des Atoms.) 

Tabelle 4 faßt die Ergebnisse der ab-initio-Rech-
nungen anderer Autoren für den Grundzustand von 
BH3 zusammen. 

Wenn man die Gesamtenergie aus Spalte 5 der 
Tab. 4 als Vergleichswert heranzieht, so erhält man 
für das Raster 15/7/9 eine Abweichung von — 0 ,33% 
und für das Raster 18/7/9 eine Abweichung von 
— 0,54% von diesem Wert. 

Ausblick 

Die Berechnung des Grundzustandes von BH3 
war ein Testbeispiel für die Methode und das Com-
puter-Programm. Es mußte überprüft werden, ob 
sich die auftretenden Funktionen {i^-} mit einem 

Autoren Methode Basis B - H - ^gesamt £1 £2 
Abstand 

1 K A U F M A N N 
u. BURNELLE 1 7 SCF Extended G T F 2 4 2,243 2 5 - 26,3734 

2 PEYERIMHOFF 
et al. 1 8 SCF Extended G T F lobe 2 ,31 2 5 - 26,3652 - 7,6173 - 0,6943 - 0,4833 

3 P A L K E 
u. LIPSCOMB 1 9 SCF Min S T F 2 6 2,25 2 5 - 26,3377 - 7,6795 - 0,7129 - 0,5104 

4 JOSHI2* O C - S C F 2 7 Extended STF 2 ,191 2 5 - 26,2358 - 7,5851 - 0,6984 - 0,4802 
5 P E Y E R I M H O F F 2 8 SCF Contracted G T F lobe 2,41 - 26,3410 - 7,7138 - 0,7134 — 0,4987 

Tab. 4. Ergebnisse für B H 3 nach ab-initio-Rechnungen anderer Autoren (alle Energien und Längen in at.E.) . 
2 4 G T F bedeutet Gauß-type-functions. 
2 5 Nach dem in der gleichen Spalte angegebenen Verfahren berechneter Gleichgewichtsabstand. 
2 6 S T F bedeutet Slater-tvpe functions. 
2 7 OC-SCF bedeutet one-center-expansion SCF calculation. 

2 8 S. D. PEYERIMHOFF, Institut für Theoretische Physik der Universität Gießen, persönliche Mitteilung. 

2 3 Funktion h\ (h") geht aus Funktion h\ durch Drehung um 120° (240°) um die C3-Achse hervor. 



relativ kleinen Satz von Gauß-Funktionen hinrei-
chend gut annähern lassen und ob das Verfahren 
zur Annäherung der Funktionen durch einen Satz 
von Gauß-Funktionen (Mutationsverfahren) schnell 
genug zum Ziele führt. 

Wie das Beispiel zeigt, ist der Test angesichts des 
groben Rasters befriedigend verlaufen. Als nächstes 
Molekül soll demnächst auf einer größeren Rechen-
anlage B2H6 gerechnet werden, das als einfachste 
Elektronenmangel Verbindung für eine basisunab-
hängige Rechnung besonders interessant ist. 

Wir danken der Deutschen Forschungsgemein-
schaft für die Unterstützung dieser Arbeit. 

Anhang 
1. Modell potential 

V o n STRAND u n d BONHAM8 sind Näherungen für 
das Hartree-Fock-Potential neutraler Atome be-
rechnet worden. Angegeben wird die Effektivladung 

2 m 
Zeff (r) =ZZan e x p { - ak r} + r p y , e x p { - f t V } , 

i=1 j=1 
ra = 2 für 2 < Z < 18 und ra = 3 für 19 < Z 

< 3 6 . 
Daraus leiten sich die Näherungen für das Coulomb-
Potential der Elektronen C(r) und das Austausch-
potential A (r) nach SLATER29 ab. 

w r r 

V(r) = ' Kern 

C(r) = (Z-Zea(r))lr. 
Die Poissonsche Gleichung stellt den Zusammen-
hang zwischen C (r) und der Elektronendichte o(r) 

AC (r) = - 4 7iQ{r) 

Z 

her 

e(r) = 
4 nr 

2 a y ? A ? e x p ( - « ; k < r ) 
i = 1 

7=1 
Das Austauschpotential nach SLATER ist: 

Entwicklungskoeffizienten nach STRAND und 
BONHAM f ü r Z = 1 u n d Z = 5 : 

Aus der Forderung Zeff (0) = Z folgt: ay 1 = 1 —ay2. 

2. Berechnung der Approximation von M2(r) für 
Atome beliebiger Kernladung 

Es wird gezeigt, daß man die Annäherung von 
M 2 für ein Atom beliebiger Kernladung aus der 
Annäherung von M2 für ein Atom mit der Kern-
ladung Z = 1 erhalten kann. 

Die Integrale des Gleichungssystems (22) werden 
einer Koordinatenverzerrung unterworfen: 

~ 2 
(1 + l/r3)i73~ I\ = 4 71 f exp [ — e ar2 r2 dr . 

r=0 
Es sei r = r' Z 

11 = An J exp j — 
2 

(1 + ij(Zr')*)VZ 
, -aZV2 Zsr'2dr'. 

A (r) = 3 _3g(r). 1/3 
"^ jT" i ' 

Setzt man a' = Z 2 a und führt eine Umbenennung 
von r' durch r' —> r, so erhält man das entsprechende 
Integral für beliebige Z 

I l / Z 3 _ 4 » Jexp ( _ ( 1 + . 

Das Integral vom Typ J Gf Gj dr ändert sich 
analog: „ 

/ 2 /Z3 = 4 n je~ (X ir2e~<x'ir2r2 dr . 
r = 0 

Geht man also von der Approximation der Funktion 
AI2 für Z = 1 mit dem a-Satz oc = (ai, 0C2, . . . , are) 
zur Approximation der Funktion M 2 für Z = 2, 3, 
4 , . . . über, so ändern sich, wenn man als neuen 
a-Satz a' = Z 2 a wählt, alle Integrale um den Fak-
tor 1/Z3. Die Lösung c des Gleichungssystems (22) 
bleibt also die gleiche wie für Z = 1. 

Hat man also die Approximation für Z = 1 
durchgeführt, so erhält man die Approximation für 
beliebige Z, indem man die Koeffizienten et über-
nimmt und den a-Satz mit Z 2 multipliziert. Da sich 
das Normierungsintegral von M 2 ebenfalls um den 
Faktor 1/Z3 ändert, bleibt auch der Approxima-
tionsfehler gleich. 

Z ah «72 byi bfa by 2 BFA 

1 2,0 - - 1,0 2,0 
5 1,4333 - 0,3002 11,848 - 2,3256 3,796 - 1,6440 6,667 

Tab. 5. 

2 9 J. C. SLATER, Quantum Theory of Atomic Structure II, S. 14, McGraw-Hill Book Co., New York 1960. 


